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设G是这样一个图：其每个点可取状态 0 或 1；当我们按下某个点时，其
相邻的点改变状态，即从 0 变为 1 或从 1 变为 0。 G上的σ 全一问题叙述
为：若每个点的原始状态均为 0，能否通过一系列地‘按点’操作使G上的点
的状态全部变为 1。 特别地，若图G的每一个点都有一个自环，则该问题也称
为 +σ 全一问题，起源于 Sutner的论文。
近年来 +σ 全一问题得到了较深入地探讨，Sutner和 Ramakrishnan以及
Dodis和Winkler都发文对此问题进行研究。用线性代数的理论，Sutner证明
+σ 全一问题对于任意图G总是有解的，并给出了 nn× 的网格图上解的一些计
数结果。Eriksson等给出了解存在性的图论证明，进而，陈等给出了一个精巧
的图论算法来找到一般图上的解。




















Let G be a graph equipped with an indicator light and a button at each of its
vertices. Initially all lights are off. If the button of a vertice is pressed, then the lights
of all its adjacent vertices will change from off to on, and vice versa. This rule is also
called the σ rule. The σ all-ones problem is then stated as: is it possible to press a
sequence of buttons such that, in the end, all lights are on?
The σ all-ones problem originates from the socalled lamp lighting problem
posed by Sutner in which a general graph is specifically presented by a chessboard
and a‘button pressing’will change not only the status of its edge-adjacent squares
but also its own square which is also called the +σ rule. It is known that the answer
of the all-ones problem under +σ rule for any graph is‘Yes’. A +σ rule could
be theoretically considered as a σ rule if we add a loop at each of its vertices.
In this thesis, we focus on the σ all-ones problem for some Cartesian product
graphs. In Chapter 2, we give some basic properties for general product graphs. In
Chapter 3, the product graphs of path and cycle, cycle and cycle which have a solution
are characterized, respectively. Chapter 4 studies the multi-product graphs of paths
and cycles.






































笛卡尔乘积图：对任意两个图 ),( 111 EVG 和 ),( 222 EVG ，定义其笛卡尔乘积
图 21),( GGEVG ×= 如下： 21 VVV ×= ，

















mC ：长为m的圈（本文仅考虑 3≥m ，即 mC 是简单图的情况）。
网格图 nmR , ：等价于 nm PP × 。如图 1.1所示（ 6,4 == nm ）。
偶度图：每个点的度数均为偶度的图。
在点子集 'V 下， ),( EVG 中某个点 x的覆盖数：对于给定的点子集
VV ⊆' ，给定G中的某个点 x（可以是 'V 中的点），若在点集 'V 中有 n个点
与 x相邻，我们称在点子集 'V 下点 x的覆盖数为 n，在不引起歧义的前提下，
可简称为点 x的覆盖数为 n。例如图 1.2中，该图最左上角的点 x的覆盖数即为
2。
偶（奇）等价覆盖：设G是一个图，其点集为V ，边集为 E，对一个子集
VV ⊆' ，如果对 Vv∈∀ ，有 v在 'V 下的覆盖数为偶（奇）数，则称 'V 是G的
一个偶（奇）等价覆盖。例如图 1.3所示，黑点所组成的点子集 'V 即为一个偶
等价覆盖，可以看出G中的每个点的覆盖数为 0或者 2（注意 0也是偶数）。




















定理 1.3.1[4] 网格图 nmR , 上σ 全一问题无解⇔
(1) kmmkn ,,1)1( −+= 都是奇数；或
(2) },2,1,0{,,14,14 L∈+=+= hkhnkm 。
而为了证明这一点，使用了以下的重要定理：
定理 1.3.2[2] 图G的σ 全一问题无解当且仅当G有奇数势的偶等价覆
盖。
定理 1.3.3[5] 设G是一个图，顶点集为V ，边集为 E。对V 中的一个子
集 VX ⊆ ， X 是G的σ 全一问题的一个解当且仅当 X 是奇等价覆盖。
引理 1.3.1[4] 设 1P和 2P为图G的两个等价偶覆盖，则其对称差 21 PP∆ 也是
图G的偶等价覆盖。进而，所有的偶等价覆盖 P在运算∆下构成一个群。
引理 1.3.2[4] 设 ),( YXG 是一个二部图， X ，Y 是G的两个部分， P是
G的偶等价覆盖，则 XP∩ 和 YP∩ 都是 ),( YXG 的偶等价覆盖。
引理 1.3.3[4] 设 P是网格图 nmR , 的偶等价覆盖，如果 nm < ，则
φ=∩ PCi ，对 )1( +=∀ mpi 或 },2,1{,,1)1( L∈++−= qpmqni 。

















定理 2.1.1 若 1G 和 2G 为两个简单图，如果 1G 和 2G 两个图的σ 全一问题均
无解，那么 21 GG × 的σ 全一问题亦无解。
定理 2.1.2 若 1G 和 2G 为两个简单图，如果 1G 的σ 全一问题有解，而 2G 为
偶度图，那么 21 GG × 的σ 全一问题有解。
定理 2.1.3 若 1G 和 2G 为两个简单图，如果 1G 的σ 全一问题无解，且 2G 为
奇数势的偶度图，那么 21 GG × 的σ 全一问题无解。
我们可以将网格图 nmR , 等价视为 nm PP × ，由于圈 mC 和路 mP 有一定的相关
性，那么对于 nm PC × 或者 nm CC × 是否能够找到相应的σ 全一问题无解的充要
条件？对于该问题，本文给出结论：
定理 3.1.2 对于图 nm PC × ，其σ 全一问题无解⇔
Njkjmkn ∈≠+= ,,4,14 。
定理 3.2.1 对于图 nm CC × ，其σ 全一问题有解⇔
km 4= 或者 Njkjn ∈= ,,4 。
而之后我们还可以继续设想该问题是否可以拓展到多个圈与多个路相乘的
问题。对于该问题，本文也给出结论：





nmmm ,,, 21 L ，则 nmmm CCC ××× L21 的σ 全一问题有解⇔












Njjn ∈+= ,141 且所有的 ),,2,1( nimi L∈ 均不为 4的倍数。





















1. Nkkm ∈≠ ,4 时， mnn CPP ×× 21 无解。

















对于乘积图 21 GGG ×= ，若 1G 与 2G 的σ 全一问题是否有解的情况已知，
我们可以得到以下的定理。
定理 2.1.1 若 1G 和 2G 为两个简单图，如果 1G 和 2G 两个图的σ 全一问题均
无解，那么 21 GG × 的σ 全一问题亦无解。
证明：设 },{ 111 EVG = ， },{ 222 EVG = ，设 21 GG × 点集为V。因为 1G 和 2G 两
个图的σ 全一问题均无解，根据定理 1.3.2，存在 1G 和 2G 的奇数势的偶等价覆
盖，分别设其为 '1V ， '2V ，设这两个偶等价覆盖的势分别为 12 +k 和 12 +h 。对
21 GG × ，我们取 }'','':)','{(' 21 VvVvvvV jiji ∈∈= ，易知 'V 是一个奇数势的点
集，其势为 |'||'| 21 VV × 。此时，我们取任意一点 Vvvv ji ∈= ),( 。若 'V 中的点均
不与 v相邻，则 v的覆盖数为偶数（0）。若存在 'V 中的点与 v相邻，根据乘积
图的定义，这些相邻点的集合可以写为：
}),'(:)',{(}),'(:),'{( 21 EvvvvEvvvvX jjjiiiji ∈∈= U
因为 1G 和 2G 为两个简单图，所以在 21 GG × 中，点 ),( ji vv 与自身不相邻，
于是 X 中的两部分点集互不相交。又因为 '1V ， '2V 是偶等价覆盖，所以 X 中这
两部分点集的势均为偶数。而由于 v的覆盖数为上述两部分点集相加，同样为
偶数。所以 'V 为偶等价覆盖，且其势为奇数，由定理 1.3.2可知 21 GG × 无解。
我们还可以得到定理 2.1.1的推论：
推论 2.1.1 若 nGGG ,,, 21 L 为 n个简单图，且 nGGG ,,, 21 L 的σ 全一问题
















定理 2.1.2 若 1G 和 2G 为两个简单图，如果 1G 的σ 全一问题有解，而 2G 为
偶度图，那么 21 GG × 的σ 全一问题有解。
证明：设 },{ 111 EVG = ， },{ 222 EVG = ，设 21 GG × 的点集为V。因为 1G 的σ
全一问题有解，所以存在 1G 的奇等价覆盖 '1V 。对 21 GG × ，我们取
}','':)','{(' 21 VvVvvvV jiji ∈∈= ，那么，对任意一点 Vvvv ji ∈= ),( ， 'V 中与其
相邻的点集全体为 }),'(:)',{(}),'(:),'{( 21 EvvvvEvvvvX jjjiiiji ∈∈= U ，因为
1G 和 2G 为两个简单图，所以在 21 GG × 中，点 ),( ji vv 与自身不相邻，于是 X 中
的两部分点集互不相交。而 X 中的前一部分点集由于 '1V 是 1G 的奇等价覆盖，
因此其势为奇数，而后一部分点集由于 2G 为偶度图，因此其势为偶数。两者相
加之后可以得出 X 的势为奇数，因此 'V 是 21 GG × 的一个奇等价覆盖。由定理
1.3.3可知 21 GG × 有解。
类似推论 2.1.1，我们也可以得到以下推论：
推论 2.1.2 若 nGGG ,,, 21 L 为 n个简单图，如果 1G 的σ 全一问题有解，而
nGGG ,,, 32 L 为偶度图，那么 nGGG ××× L21 的σ 全一问题有解
定理 2.1.3 若 1G 和 2G 为两个简单图，如果 1G 的σ 全一问题无解，且 2G 为
奇数势的偶度图，那么 21 GG × 的σ 全一问题无解。
证明：设 },{ 111 EVG = ， },{ 222 EVG = ，设 21 GG × 的点集为V。因为 1G 的σ
全一问题无解，所以存在 1G 的奇数势的偶等价覆盖 '1V 。仿照定理 2.1.2的证明
过程，我们取 }','':)','{(' 21 VvVvvvV jiji ∈∈= ，易验证该集合为奇数势的点集。
同样的对于任意一点 Vvvv ji ∈= ),( ，而 'V 中与其相邻的点集全体也为
}),'(:)',{(}),'(:),'{( 21 EvvvvEvvvvX jjjiiiji ∈∈= U 利用与定理 2.1.2证明过程
同样的讨论，我们可以得出 X 中的两部分点集互不相交，并且其两部分点集的
势都为偶数，所以 X 的势为偶数。所以 'V 是 21 GG × 的一个偶等价覆盖，并且















推论 2.1.3 若 nGGG ,,, 21 L 为 n个简单图，如果 1G 的σ 全一问题无解，而

















第 3章 nm PC × 与 nm CC ×
3.1 nm PC ×
这一章我们将利用第 2章关于乘积图σ 全一问题的几个定理来刻画两个具
体图 nm PC × 以及 nm CC × 的σ 全一问题是否有解的充要条件。为了利用之前的
定理，我们先给出 nP 和 mC 这两个图的σ 全一问题是否有解的充要条件。
引理 3.1.1 对于路 nP ，其σ 全一问题无解等价于 Nkkn ∈+= ,14 。
证明：对于路 nP ，当 14 += kn 时，我们只需要从第一点开始隔一点选取一
点（如图 3.1.1黑点为选入等价覆盖的点），很容易看出该点子集为一偶等价覆
盖，同时该点子集的势为 121]2/)14[( +=++ kk ，于是当 14 += kn 时路 nP无解。
34,24,4 +=+== knknkn 时，其奇等价覆盖的构造方法分别为：1.选取
34,24 ++ ii Ni∈, 的点（如图 3.1.2）2.选取 24,14 ++ ii Ni∈, 的点（如图
3.1.3）3.选取 24,14 ++ ii Ni∈, 的点（如图 3.1.4）
因此我们可知路 nP 的σ 全一问题无解等价于 14 += kn 。
引理 3.1.2 对于圈 mC ，其σ 全一问题有解等价于 Nkkm ∈= ,4 。


















Degree papers are in the “Xiamen University Electronic Theses and Dissertations Database”. Full
texts are available in the following ways: 
1. If your library is a CALIS member libraries, please log on http://etd.calis.edu.cn/ and submit
requests online, or consult the interlibrary loan department in your library. 
2. For users of non-CALIS member libraries, please mail to etd@xmu.edu.cn for delivery details.
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
